Chapitre 5

Calcul différentiel

5.1 Exercices

1. Définition de la dérivée. Calculer les dérivées des fonctions suivantes
uniqument a l'aide de la définition de la dérivée :

(a) )
flx) = Pl >0
(b)
f(z) =Inz,

()
fl@) = V1+a?

2. Calcul de la dérivée d’une fonction. Calculer les dérivées des fonctions
suivantes :

(a)

@) = o
(b) 2
x
@)= v

f(z) = cosv1+ 22,
f(z) =sinv1+ a2+ a?,

f(z) =Incosz, xe]—g,g[,

) 1+si
sinz T
fo) =l =53l
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fla) = 2?[a],

x?sini sz #£0,
ﬂ@_{o siz=0.

B ez six # 0,
ﬂ@_{o six=0.

3. Calcul d’une limite. Soit f : R — R dérivable en a. Calculer

o af@) — af (@)

4. Calcul des limites I. Calculer les limites suivantes :

(a)

. r—1
lim
x—0 x
(b) 2
lim e 1
x—0 €T
(c)
. Ccos T
lim —
(d)
I % —\/2V2
im ——
(e) .
. sinzx
lim
ToTEL — T
() .
. sinzx
lim
x—0 I
(2) .
T —sinz

im
z—01 — cosx

. arctanzx
lim —

x—0 X

o arctan (ﬁ—i)

r—1 {t—]_

lir(r)1 z%Inx pour a >0

z—0+
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10.

11.

(k)

. Inz
lim —  pour a > 0
rz—o0 &

lim (1 + g)a pour tout « réel
x

r—00

x

. €
lim — pour tout n € N
z—oo ™

(w) 1
lim L (m)
z—0 S x

La régle de composition. Montrer que la fonction f : R — R définie
par
flx)y=a>4+2-2

est bijective. Calculer (f~1)'(0).

La regle de composition. Soit f,g: R — R les deux fonctions définies
respectivement par

f(z) = |2°| +6sinz+1 et g(y) = arctan/y2 + 3.

Calculer (g o f)'(0).

La régle de composition. Soit f, g : R — R les deux fonctions définies
respectivement par

2 1 2 .
S1x = U.

Calculer (g o f)'(0).

Montrer que pour tout x > 0 :
1 71'
arctanx + arctan — = —
T 2

Fonction convexe I. Soit f : R — R une fonction strictement convexe.
Soient x1 < 3 et x €]y, x2[. En posant t = 2= montrer que

f(z2) — f(21)

T2 —T1

f(r) < (x —x1) + f(21).

Donner une interprétation géométrique de cette inégalité.

Fonction convexe II. Soit f : R — R une fonction de classe C? telle que
f"(x) > 0 pour tout x € R. Montrer que f est strictement convexe.

Fonction convexe III. Soit f :]0,00[— R la fonction définie par
flz) =zl

(a) Vérifier que f est convexe
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

(b) En déduire que pour tout couple a,b de |0, o0] :

a+b

(a+b)ln <alna+blnd

Fonction convexe IV. Soient f,g: R — R deux fonctions convexes de
classe C?.

(a) Montrer que si g est croissante, la fonction composée g o f est aussi
convexe

(b) Que devient ce résultat si g n’est pas supposée croissante ?

Fonction concave. Soit f : [0,00[— R une fonction concave telle que
£(0) = 0. Montrer que pour tout a,b >0

fla+0) < f(a) + f(b).

Idée : Ecrire f(a) = f(;45(a+0b)) et f(b) = f(aL_H)(a—i— b)) et appliquer la
concavité de f.
En déduire que pour tout a,b >0

1+Vi+a+b<Vi+a+V1+b.

Etudier la nature des points stationnaires de la fonction f : R — R définie
par
f(z) = 2® + 52% 4+ 32 + 6.

Etudier la nature des points stationnaires de la fonction f : R — R définie
par
f(z) =2x +sinz + cosx.

Etudier la nature des points stationnaires de la fonction f : R — R définie
par

« 1
flx)=¢€¢"+ e
Soit f : R — R la fonction définie par
f(z) = (1+sinz)cosz.

(a) Etudier la nature de ses points stationnaires.
(b) Trouver ses points d’inflexion.
Soit f : R — R la fonction définie par

f(z) = cos(msin(rz)).

(a) Vérifier que f est une fonction périodique de période T' = 1.
(b) Etudier la nature de ses points stationnaires.

Trouver les valeurs extremales de la fonction polynomiale
P(z) = 2° — 52* 4+ 2

dans Uintervalle fermé [—4, 6].
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20. Montrer que la fonction f : R — R définie par

3+ T2+ 2+ 2
26+ 222+ +1

fz) =

admet un minimum local en 0.

21. Montrer que la fonction f : R — R définie par

z2 4 14z + 4

H@) = [0e T8 170 7 2

admet un maximum local en 0.

22. Montrer que la fonction f:] — 7, 7[— R définie par
Vcosx
f((lj) = 1 2
+x

admet un maximum local en 0.
23. Développement limité I.
(a) Soit f:R — R la fonction définie par
f(z) = 2z + cos 2.

Trouver son polynome de Taylor d’ordre 4 autour de = = 0.
(b) Soit f:R — R la fonction définie par

sin x

0=y

Trouver son polynome de Taylor d’ordre 6 autour de = = 0.
(c) Soit f:R — R la fonction définie par

1—2
= arctan [ —— |.
f(x) = arctan <1 +x2>
Trouver son polynome de Taylor d’ordre 5 autour de = = 1.
(d) Soit f:]—1,1[— R la fonction définie par
f(z) =1In(5 + arcsin x).
Trouver son polynome de Taylor d’ordre 5 autour de = = 0.
(e) Soit f:R — R la fonction définie par
f(x) = cos(cos x).
Trouver son polynéome de Taylor d’ordre 6 autour de x = 0.
(f) Soit f: R — R la fonction définie par

1

o=

Trouver son polynéme de Taylor d’ordre 100 autour de z = 0.
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(g) Soit f:R — R une fonction de classe C3(R) telle que
m——— f(@) =1
z—0sine — x

Trouver son polynéome de Taylor d’ordre 3 autour de x = 0.

24. Calcul des limites II. Calculer les limites suivantes :

(a)

zIncosh z
im ——
=0 In®(1 4+ x)
(b) o
1
lim 711( —|—3m )
z—0 gsinh” x

V1+ 22

im ——
z—oo Incoshx

. sinx — sin %
lim ———%
r—0-+ eT — ez

(2)

. rsinz
lm ——M———
z—0+ 1+ cos(x — m)
25. Séries entiéres.

(a) Montrer que pour tout x €] —1,1] :

o0 . p2k+1
t = -1
arctan Z( ) ST}
k=0
et
0 2k+1
arctanh x = —_.
= 2k +1

Idée : Montrer que la fonction arctan x (respectivement arctanh x) et
la série ont la méme dérivée.

(b) Pour z €]0,1[ donner la série entiere de

1—=x 1
In .
x 1—x

Montrer ensuite que la série entiere converge absolument pour tout
x € [-1,1].
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26. Etude de fonction. Etudier la fonction f : R — R définie par

2

fz) =ze ™.
27. Etude de fonction. Etudier la fonction f :] —oco,—1] U [3,00[— R
définie par
flx) =+va? -2z -3.
28. Etude de fonction. Soit f : ]0,00[— R la fonction donnée par
fz) =a%e™"

(a) Montrer que 2 = 1 est 'unique point stationnaire de la fonction f.

(b) Etudier sa nature et donner le développement limité d’ordre 4 en ce

point.
(c) Montrer que
lim f(x)=1
z—04
et calculer
flz) -1

z—04 X Inz

5.2 Corrigés

1. Définition de la dérivée. Calculer les dérivées des fonctions suivantes
uniqument a 'aide de la définition de la dérivée :

(a) .
flx)= o> 0

Pour tout xt >0et he R tel quex +h >0 :

f/< ) li :lerh _% li r—xz—h li -1 1
= lim = lim = lim -
RE it S h—0hz(x +h) h-o0x(x+h) x?
(b)
f@) =z,

Pour tout t >0et he R tel quex+h >0 :
h
In(z 4+ h) —Inx _ hmln(lJr;) _ imln(l—i—y)

1
! — 1' _
f(z) P h h—0 g y—0 Ty T

en utilisant 'exemple 4 du ch. 4.5.

(©)
fla) = Vit





