Chapitre 6

Calcul intégral

6.1 Exercices

1. Intégrales définies et indéfinies I.

(a) Soit b > 0. Montrer que pour tout z > 0 la fonction

F(z) = % arctan vVbx

est une primitive de

1
(1+bx)yx’

/ 1t dt.
0
(¢) Pour a € R calculer

a+2m a+2m
/ sinz dzx, / cos x dx,
a a

a+m a-+m
/ sin z dx, / coszxdzr,
a a

a+2m a+m
/ sin x cos x dx, / sinx cos x dx.
a a

fz) =

(b) Pour z € R calculer

(d) Calculer
1
/ z?(2® —1)% du.
0

L sinwe
—dx
0 2—cosTzx

(e) Calculer

78
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(f) * Soit f : R — R une fonction continue de période T' > 0. Soit F'
définie par

F@y:Axﬂwdt

Montrer que F' est périodique avec période T si et seulement si

T
/’ﬂwﬁzo
0

2. Intégrales indéfinies.

(a) o
/ sint gt
1+ cost
(b) )
/ eV gt
(© .
/ sinh ¢ gt
et +1
(d) .
/ cosht dt
© o
e
dt
/ cosht
(f) )
/ arctant dt
() )
arctan(v/t) dt
(h) )
/ arcsin?® ¢ dt
() )
/ tsint? dt
() )
/ t3 cost? dt
(k) )
/ t2 cos? t dt
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()

z sint
5 dt
1+ cost+ tan“t

r 1
/ S S
cost —sint + 1

(m)

3. Intégrales indéfinies.

(a)
/ ’ e'sint dt
(b)
/I sin(Int) dt
()
/ "t Vitadt
(d)
/w(l + )2 Int dt
(e)
/ CRw
(1) )
/ In®t dt
(8)
/ tin(1
") Int
/ (1+1)2
(i) .
/ 1+sint smt
()
/ sin” tcost dt
) sin 2t
/ 2+ smt
(1) o
/ 24 cos?t t
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(m)

T gin? tcost
——dt
1+sin“t
z t

/ Vi g
t(1+t)

/I(l—i—tQ)\/fdt

/ V1 — 3 dt

[

1
+dt
t

/“%/T

t2
ot

¥ 1
/ NI
(t)
R
/ V2 — 3t
a+b

4. Integrales définies pour la régle du trapeze. Soient a < bet u = “3~.
Donner les intégrales suivantes :

/ab (m—a)2(b—x) i

/H(QC_OL)2 dx—l—/b(b_x)Q dzx
a 2 L 2

5. Fonction primitive de la fonction réciproque. Soient f une fonction
inversible, f~! sa fonction reciproque et F une primitive de f. Montrer
que la fonction G(x) = zf~1(x) — F(f!(x)) est une primitive de f~!. En
déduire les primitives de In z, arcsin x, arctan z.
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6. Intégrales définies et indéfinies II.

Formules utiles.

b

1

——— dz = arctan b — arctana
o 1422

Calculer les intégrales :

) T 4+1
/mdt
v T+
/mdt
(C) x 4
/t?’tﬁdt
@ T34t
/Wdt
(e)

o
— ¢
/thm

7. Intégrales généralisées 1.

(a)
1
/ tintdt
0
(b) .
S|
[m1+ﬁﬁ
(c) )
o 1
Kwﬁ+&+mﬁ
(d) )
/ 3t—1 it
1 tA42+1)
(e)
[ =
—dt
0 1 —¢2
()

2 1
/7dt
L VE—1
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(2)

2
t
/ at
1 Vt—1

+oo 1
/ 1w
1 tvt—1

+o0 1

0 V(1 +t) dt

8. Intégrales généralisées II.

(a)

—+oo
/ e~ Vidt
0
1
/ Intdt
0
/+oo 1nt
1
[
1
+oo
A cosht

/+oo arctant
0 142

(b)

(2)

T arctan t
——dt
t2
1

83

9. Intégrales généralisées III - Etude de convergence. Discuter, en
fonction du nombre réel o > 0, la convergence des intégrales généralisées

suivantes

@ 1
1

— dt
o 1

o0
1
[ L
1 t

(b)
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10. Intégrales généralisées et la fonction Gamma.
La fonction Gamma - Formules utiles. Soit x >0etn € N :
o0
'(z) z/ t* L=t dt
0

2l(x)=T(x+1), T(n+1)=nl F(%) =7

Formule de Stirling.

|
1 . . n!
nl~vV2rn™tze™ je. lim —M =1

* 1 2
/ —— e 2 dr=1
oo V2T

(a) Soient u,o deux nombres réels et o > 0. Calculer les intégrales
généralisées

Intégrale de Gauss.

i.

/OO L 54
e 2o x
—oo V2mo?

ii.

< x _a=w?
e 202 dx
—oo V2mo?

iii.

/ <22 _eew?
202 dx
—o0 V27ma?
(b) Soient y > 0 et n € N. Calculer les intégrales (en terme de la fonction
Gamma)

i.
/ (t" + 1)(t" — 1)e ¥ dt
0

1
/ (—Int)?~tdt
0

/ Vit—Tle tdt
1

(c) Soient z > 0 et k,n € N. Calculer
. n AN Ty\n—k
dm (7))

]? = (n%k'),k, Idée : Utiliser la formule de Stirling pour n! et

ii.

iii.

ou

(n — k)! et le fait que pour tout a € R

a
lim (14 )" = e
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6.2 Corrigés

1. Intégrales définies et indéfinies I. Calculer les dérivées des fonctions
suivantes uniqument & ’aide de la définition de la dérivée :

(a) Soit b > 0. Montrer que pour tout = > 0 la fonction

F(x) = % arctan Vbx

est une primitive de

Corrigé. Vérifier que F'(z) = f(x).
(b)

0 7; si <0

a+2m
/ sinx dx = cosa — cos(a + 27) = 0,
a

(c) Pour a € R

a+2m
/ cosx dx = sin(a + 27) — sina = 0,
a

a+m
/ sinz dx = cosa — cos(a + 7) = 2cosa,
a

a+m
/ cosx dr = sin(a + ) — sina = —2sina
a
a+2m s 2 |at2m
/ sinz cosx dx = 81112 v =0,
a-+m .2 a+m
/ sinzcosxdr = sm2 T =0,
(@ 1 1
. . 3 1) 1
22 (23 — 1)¥ dz = (z ) __
0 120 0 120
© 1
In3

1 .
/ ST gy = In(2 — cosmx)
0 2—cosTx

0

(f) * Soit f : R — R une fonction continue de période T' > 0. Soit F
définie par

F@y—Awﬂﬂdt

Montrer que F' est périodique avec période T si et seulement si

T
/)ﬂﬂﬁza
0
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Corrigé. Si I est périodique avec période T, alors
T
0= F(T) - F(0) = / F(t) dt.
0

Si fOT f(t)dt = 0, on note que

d(F(zx+T)— F(x))
dx

= [z +T)~ fla) =0,

ie. F(x +T)— F(x) est constante. Donc

T
Flz+T)— F(z) = F(T) — F(0) = /O F(t)dt =0

pour tout z, i.e. F est périodique avec période T.

2. Intégrales indéfinies.

@ ¥ sint
/ mdt:—ln(l—&—cosx)
(b) ) -
/ e‘/mdt:/ 2se®ds = 2(vVo + 1 — 1)eV*TT

(¢) Noter que
sinht 1 _,e*—-1 1-—¢*

dr1 2% ex1 2

donc

dt =

* sinht T +e®
et +1 2

(d)

x

T S| N
/ cosh 1 dt = 2/ m ds = Qarctan(e )

(e) Noter que e* = coshz + sinh z donc

roel * sinh
/ p—— dt / + p— dt = x + In(cosh z)

(f)

’ ' Tt In(1 + o2
/ arctan tdt = / (t)" arctan tdt = z arctan xf/ I dt = x arctan xfw
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()
x Va
/ arctan(v/t) dt = / 2sarctan s ds

vz
:/ (s?)" arctan s ds

2

Ve g
= zarctan(y/x) — / T ds
& 1
= zarctan(y/x) — / 1-— T ds
s

= zarctan(y/x) — /& + arctan(/z)
(h)
/ arcsin? t dt = / (t) arcsin® t dt
¥ 2t arcsint
Vi-e
= zarcsin®z — 2/ (=1 —t2)" arcsint dt

ViE
V1—¢2

= yarcsin®z —

= xarcsin?z + 2v/1 — 22 arcsinz — 2
= yarcsin® z + 2v/1 — 22 arcsinz — 2z

(i) On voit que

z cos 2
/ tsint® dt = -

ou bien par un changement de variable s = t2 :

2
z " sin s cos 2
tsint® dt = ds = — )
/ sin / 5 s 5

(j) Par une intégration par partie et 1’exercice précedent

2

z, 1 22 sin 22 r x?sinx? + cosx
/ t3cost2dt:/ t2(§sint2)’dt:Tf/ tsint?dt = ;

ou par un changement de variable et une intégration par partie

2
z * scoss
/t‘?’costht:/ 5 ds

2

" s(sins)’

= ——ds

2
2

22 sin 22 o
= — sins ds

2

x?sinx? + cosx

2

2
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(k) Par deux intégrations par partie successives :

xT xr
I::/ t2cosztdt:/ t? cost(sint)’ dt

89

xT xT
:x2cosrsinx72/ tcostsintdtJr/ t?sin? ¢ dt

xT xr
:x2coszsinx—/ t(sith)’dt—i-/ t2(1 — cos®t) dt
xT xT
:xQCosxsinx—a:siHQx—i—/ sinztdt+/ t2dt—1

=2%coszsinz — zsin®x +

2

avec le résultat du cours pour [ “sin® t dt. Par conséquent,

z
2/ t?cos?t dt = 2% coszsinz — zsin’ x +

sint

2

Noter que 1+ tan®t = cos~2 2, donc

sint cos?t

1+ cost+tan?t 14 cosdt

et par conséquent

sint

r
r

Les intégrands contenants des fonctions trigonométriques R(sin ¢, cost, tant, cot t)

1+ cost + tan2t

cost —sint + 1

1
dt = —3 In(1 + cos® )

1
dt

T — sin T cos T

T —sinxcosx

3

73

5

|

peuvent étre transformé dans des intégrands algébriques par le chan-

gement de variable

En effet, nous avons

t
z = tan —

. .t 4 t 9 t 2z
sint = 2sin = cos — = 2tan = cos” = = ,
2 2 2 1+ 22
t t 122
t—cos? o —gn2t =%
cos cos 5 sin 5= 112
2z
tant = ——
1— 22
et
at_ 2
dz 1422
Donc

T tan &
/ R(sintcost,tant,cott)dt:/ R

2z 1—22

2z

1— 22

2

14227 1422"1—-22" 22 )1—|—Z2

dz
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En particulier,

xT 1 tan% 1 2 2
[ L .
cost —sint + 1 2(1—2) 1422

tan 5 1
:/ dz
1—=z2

:—1n|tang—l|

3. Intégrales indéfinies.
(a) Par deux intégrations par partie (voir cours) on trouve que
v e*(sinz — cosx
[ ine = Sl o)

(b) Avec le changement de variable s = Int ie. t = e° et l'exercice
precedent

z Inzx (1 _ |
/ sin(Int) dt = / e®sins ds = z(sin(In z) 5 cos( nx))

/tlnﬁdt:%/ tint dt

:i/ (t*) Int dt

?lnx 1 [* 5,

= —o 2atar
4 4/

2

~ 22%lnz—x
B 8

/I(l +t)2Int dt = é/x((l +1)3) Int dt

(1413t 1/”” (1+1)3 "
-3 3 t
A+ttt -5 -3 3
N 3
(e)
xT 1 x
/t21n2tdt:§/ (t3) In? ¢ dt
31 2 2 x
- 9:77/ t?Int dt
3 3
B’z 2 [T .
= - = %) Int dt
- @rm
:m31;12x_2x391nx+2/1t2dt

2’z 223z 223
3 9 27
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(f)

x x
k/11n3tdt::]/ (t) In®t dt
x
:xln3x—3/ In?t dt

=zln®z —3zn%z +6xlnz — 62

x 1 x
/tln(l—&—t)dt:i/ (t*)' In(1 +t) dt
21 T 2
oz n(l—i—x)_l/ t i@t
2 2 14¢
2 T
zw_l/ PRI S
2 2 1+1¢
22In(1+ ) — In(1 + ) 2

T T
2 4 2

x 1 x
/ngﬁﬁz—/fu+ﬂ*ﬂmﬁ
Inz z 1
__Hm+/tu+wﬁ

 Inz +/‘”1 1 &t
Tol+4x t 1+t

zlnzx
= —In(1+=z
1+ (1+2)
(i) Soit par le changement de variable de 'exercice 13 donné par z =
tan% , 1.e.
. 2z
sint =
1+ 22
donc

T sint tan 3 4z
—dt = ———dz
1+sint (14 2)2(1+22)

tan & ) )
= / — dz
1422 (1+2)?

z
tan 5

2
—— + 2arctan z
1+z2

2
- 1+ tan 3 T
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ou bien par une intégration par partie

T . t x _ t li
/ s1n. gt — / ( co§ ) dt
1+sint 1+sint

—CcosT cos?t

1+sinz / (1+sint)?
_ —cosx /’”1 smt
" 1+4sinz 1+s1nt
_ T int
Ccos T / / sm. gt
+blnt 1+sint

r 1 —CosT
— dt = :
1+sint 1+sinx

et par conséquent que
*  sint * 1 cosx
—dt = l——dt= —_—
/ 1+sint / 1+ sint x+1—|—sina:

x 8
/ sin” t cost dt = S

1+sinx

d’ou on déduit que

8

% sin 2t * 2sintcost
2 +sint 2+sint

* 4 t
=/ QCost—Cioédt
2+ sint

=2sinz — 41n(2 4 sinx)

(1) En utilisant le changement de variable s = cost on trouve

T int cos T 1
/ Lcht:—/ s
2+ cos?t 2+ 52

Un deuxieme changement de variable s = V22 (idéalment on fait les
deux changements de variable en un temps) nous donne

e g 2 2 2
/ Lmdt:_/ vz %/»dz:—\garctan(\g»cosm)

2+ cos?t 1+ 22)

(m) Par le changement de variable s = sint :

 sint cost sine g2 ) )
— - dl = —— ds =sinx — arctan(sinz)
14 sin“¢ 1+s

(n) Par le changement de variable t = 52

/x(\[t)dt:2/ﬁ 1 ds = 2arctan/z

t(l+t 1+ s2



CHAPITRE 6. CALCUL INTEGRAL 93

(0)

z
2

| o

xT

¥ 2
/ (1+ )Vt dt = gx% +
(p) Par le changement de variable t3 = s :
x 1 933
/ t5\/17t3dt:§/ svV1—sds

’E3
:%/ (1—5)2—(1-25)%%ds

2(1 _ {I?3)3/2 N 2(1 _ $3)5/2
9 15

(q) Par le changement de variable t = s — 1 :

\/t—l— 1

dt = dt
/\/t—F tvt+1
VaFl
:2\/334—1—/ —Z _ds
1— 52
=2vVx+1—2arctanh va + 1

(r) Par une intégration par partie

V1 + t2 = /I(—t—l)’\/l + 12 dt

B \/1+9:2 /
\/1+t2
_1/1 22
= Zv-_t+a” + arcsinh z
T

dt = arcsin (%72)

r 1 r 1
/ VA1) dt:/ Vi (22
(t)
§—i— Va? — 3z

dtzln‘a}—2

r 1
/ V2 — 3t
ath

4. Integrales définies pour la régle du trapeze. Soient a < bet u = %
Donner les intégrales suivantes :

/”<x—a><b—x>d (b—a)®

2 YT T

" (z—a)® Y-z  (b—a)P  (b—a)® (b—a)®
/a 2 dg”/u > =T T 24
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5. Fonction primitive de la fonction réciproque. Soient f une fonction
inversible, f~! sa fonction reciproque et F une primitive de f. Montrer
que la fonction G(x) = zf~1(x) — F(f~!(x)) est une primitive de f~!. En
déduire les primitives de In z, arcsinx, arctan z.

df Ma) df'(z)
v dx B dx

G'(z) = f~H(z) +

(a) Inx :

U @) = 7 ().

Inx

Gz)=ocshr—-—e"" =zlnz —=z.

(b) arcsinz :
G(z) = zarcsinx + cos(arcsinx) = x arcsinz + /1 — z2.
(¢c) arctanx :

G(z) = zarctan z + In(cos(arctan x))

1
= rarctanx + 5 In(cos?(arctan z))
1
= rarctanx — 3 In(1 4 tan®(arctan x))

1
= zarctanx — 3 In(1 4 z?%).

6. Intégrales définies et indéfinies II.

(a)

T +1 Too—t+1

—— dt = t+ ———dt
/t2+1 / +t2+1
2
1
= % — 5111(1 + %) 4 arctan z

(b)

T4 Y, P41
— —dt= [ ¢ dt
/ / e

3 1 2z — 1
:%—§ln(m2—x+1)+farctan( ai/g )
(c)
/z 4 _/“(t“—l—t)—(t—i—l)—&-ldt
311 o 341

_/it_ L oL =2 g
- 2—t4+1 3t+1 382—t+1

S | 11 1 t—3
. - — - 2 dt
/ 2t2—t+1+3t+1 3t2—t+1

2 2r—1, 1 1
_332—\ggarctaun(gc\/g )+§1n(x+1)—61n(x2—$+1)



CHAPITRE 6. CALCUL INTEGRAL 95

(d)

+

/ t5+t3+t /
I t4+1
:L’

L | 71 2
/t4+tdt_/ Z_t3+1dt
1
:ln(m)—gln(a::g—l—l)

7. Intégrales généralisées I.

(a) 1 1 1
1 1 1
/tlntdt:f/(t2)'lntdt:ff/ tdt=—=
0 2 0 2 0 4

(b)
+oo 1
/ ——dt= lim arctanxz — lim arctanz =7
o 1—|—t2 r——+00 T— —00
(c)
+oo 1 +oo 1 +oo 1
—— dt = —  dt = - _dt=
/_OO t2 4+ 6t + 10 /_Oo (t+3)2+1 /_Oo 1+ ¢2 i
(d)
+o0 -1 400
[T [T,
1 42+ 1) 1 42 +1 0t 4241
3 o 1 >
= —arctan(2t)| + (—Int+ = In(4¢* + 1))
2 1 2 1
3 RO Y T |
=3 arctan(2t) ) + 3 In (T) 1
3 3 1
=173 arctan(2) + In(2) — 3 In(5)
(e)
[ s
—dt = —
0 1—¢2 2
(f)
2 2
——dt =2Vt -1 =2
/1 Vi—1 1
(2)
8
dt = 1+ dt = -
[ = [T
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(h) Par le changement de variable s =/t — 1, ie. t =52+ 1:

+oo 1 +oo 1
- gt=2 - ds=
/1 PN /O 1+ 52 m

(i) Par le changement de variable s = V/%, i.e. t = 52 :

—+o00 “+o0

—dt = 2/ ——ds=m7
o Vi(1+1) o L1+s°
8. Intégrales généralisées II.

(a) Par le changement de variable s = V/%, i.e. t = 52 :

—+oo —+o0
/ e Vidt = / 2se”% ds = 2I'(2) = 2
0 0

1 1 1
/lntdt:/(t)'lntdt:f/ 1dt=-1
0 0 0

o0 It +oo oo
/ %dt:/ lnt(—t_l)’dt:/ Sdt=1
1 t 1 1 t2

(d) Par deux intégrations par partie

“+o0
5
/ t2e tdt ==
1 e

(e) Par le changement de variable s = et, i.e. t = Ins :

+oo +00 t 400
1 2e 1 T om 71'
dt = — _dt=2 - at=2=_Hy_L
/0 cosht /0 14 e2t /1 142 (2 4) 2

(f)

(b)

(¢)

/+°° arctant . arctan? t|™ B 12
, 1t 2 |, T8
()
/+°° arctant dt:_arctant °°+/+°° 1 dt:z—i—an
1 t2 o J1 1+t 42

9. Intégrales généralisées III - Etude de convergence. Discuter, en
fonction du nombre réel a > 0, la convergence des intégrales généralisées

suivantes
1
1
[ L
O t

(a)
converge si o < 1 est diverge sinon.
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* 1
/ Lo
1t

converge si « > 1 est diverge sinon.

o0 ta
| i
o 1+t

converge si —1 < a < 0 est diverge sinon.

1
/ tInt dt
0

converge si —1 < a est diverge sinon.

1
Int
[
o U

converge si o < 1 est diverge sinon.

*Int
[
1 T

converge si a > 1 est diverge sinon.

(b)

10. Intégrales généralisées et la fonction Gamma.

La fonction Gamma - Formules utiles. Soit z >0etne N:

I'(z) :/ t* et at
0

() =T(z+1), T(n+1)=nl F(%) =7

Formule de Stirling.

1 . . !
nl~vV2rn™tze™ je. lim —M =1

* 1 22
/ —— e 2 dr=1
—oo V2T

(a) Soient p,o deux nombres réels et o > 0. Calculer les intégrales
généralisées

Intégrale de Gauss.

i.

ii.
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iii.

e’} 2 2

x _(z—p)
/ e 22 dx
oo V2mo?

Corrigé. On utilise l'intégrale de Gauss

* 1 2
/ —— e 2 dx=1.
Coo V2T

Par le changement de variable y = *-¥ ie. v =0y + pu :

> 1 (x—p)2 o 1 y> d.
/ e 2t dr = / ez @ dy
—oo V2mo? dy

—oo V2mo?

* 1 y?
= e"2dy=1
/—oo ous Y

< 1 _a=w? < 1 v dx
Wme 202 dx = W(0y+u)e 2 dy

— 00

_/OO 1 e—%d_
- Tﬂﬂ y=un

2
car la fonction intégrable oy e~z

est impair, donc son intégrale sur
R est zéro.

oo o0
1 g _(==m? / 1 9 _v2dx
e e 22 dx = oy+pu) e 2 dy
/_oo 2mwo2 —o0 V27102 ( )
o0

dy
=/ —— (0% + ) e dy
oo V2T

2
. . , T . . . ’
car la fonction intégrable oy e™ = est impair, donc son intégrale sur
R est zéro. Par une intégration par partie

], e © 1 d 22
- e 2z d = ——y—I(— e 2 d
/_oo 27ry Y /oo V2T ydy( ) Y

o < 1 2 d
+ e 2 )
oo [oo V2T Y

[

2

=—ye 2

donc

< 1 (z—)?
/ z?e dr = 0% + pi?
—o0 V27052
(b) Soient y >0 et n e N.

i. Par le changement de variable s = yt on a

oo oo
/ (" +1)(t" —1)e vt dt = / (t*" — 1)e v dt
0 0

o0 oo
=y 2! / s*e S ds —y ! / e *ds
0 0

=y " 'I@2n+1) -yt
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ii. Par le changement de variable s = —1Int ,ie. t =¢

1 0
/(—lnt)y_1 dt:/ sy_lﬂds
0 oo ds
0
= —/ sY e ds

= / s¥"le™ ds = T'(y)
0

on a

iii. Par le changement de variable s =t —1 ,i.e.t=s+1,0n a

/ Vt—1le tdt :/ Vse*Tldt
1 0

3
= F(§)€_1
1.1
e vm
2 2 2e
(c) Soient z > 0 et k,n € N. Calculer
. n AN T\n—k
g (1) G-
ol <]?) = (n_”ik'),k, Idée : Utiliser la formule de Stirling pour n! et
(n — k)! et le fait que pour tout @ € R
a
lim (1+ —)" = e®.
gty =e

Corrigé. Par la formule de Stirling nous avons pour n — oo et k

fixe 1
nl~ \/ﬂnrH_§ e "
et 1
(TL — k‘)' ~ m (n _ k)71,—k+§ e—7z+k
Donc
k) n n (n — k)" *+3 nk ek n
k
= a: - (1 _ f)n—k
(1— Eyn—htseh gl n

Avec . .

nli_)n;Q(l — E)n_’ﬁ_% _ nh_{%o(l o H)n ok
et

: _{n—k_ : _Enz —x
i (1= 2" =l (1= 2)" = e

nous obtenons

. n Tk T\n—k ke ze
fim <k> A e T

n—00 n n
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